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CAP{TULO 1

Calculo diferencial en una variable

Ejercicio 1. Comprobar la siguiente igualdad, donde d es un infi-
nitésimo y d; es otro (que depende de d):

- 71— 2 g3 _1nn .
— dtd—d+ -+ (=1)"ddy

(esta igualdad se utiliza hasta el agotamiento). Deducir un desarrollo
analogo para
1
Ard
Ejercicio 2. Calcular los extremos locales y globales de las funcio-
nes que se dan en los intervalos indicados:

L. f(z)=1- 2 [—1,1].

2. g(z) = cos(z) en [r/2,37/2].

3. h(xz) =2+ 3 en [-2,16].

4. k(zr) = (x — 2)(10 — z) en [2,10].

Ejercicio 3. Estudiar la derivabilidad de cada funcién en el punto
correspondiente.

1. La funcién f(z) definida como

f(gc):{x?’sixzo

rsiz <0

en el punto x = 0.
2. La funcién g(x) definida como

(z) = sen(z) six <0
K=V 2+a?siz>0

en el punto x = 0.
3. La funcién f(z) =z|z|enz =0y en z = 1.
4. La funcién h(z) definida como

x—1 _:
e siz>1
h($){xsix<1

en el punto x = 1.



4 1. CALCULO DIFERENCIAL EN UNA VARIABLE

5. La funcién P(t) definida como

[ sen(mt)sit>1
P ={ 000

en el punto t = 1.

Ejercicio 4. Se sabe que una funcién f(z) vale 2 en z = 0 y en
r = 5. Ademas, se sabe que el tinico punto en el que la derivada de
f(z) es cero es x = 3. Hacer un esquema de todas las posibles graficas
de dicha funcién. Si se sabe que f”(3) = —4, ;puede la funcién tomar
algun valor negativo entre x =0y x = 57 jpor qué?

Ejercicio 5. Se sabe que una funcién Q(u) es convexa para u €
[—1,1] y que toma los siguientes valores: f(—1) =1, f(0) =2, f(1) = 4.
. Es posible que f(1/2) = 7/27 jpor qué? ;puede ser f(—1/2) = 07 ;por
qué? (Es decir, explicar por qué no, si es que no o dar un ejemplo si es
que si).

Ejercicio 6. ;Puede una funcién convexa tener una asintota hori-
zontal en +00? j Puede una funcién convexa creciente tener una asinto-
ta horizontal en +o00?

Ejercicio 7. Hay cuatro ciudades formando un cuadrado y se quie-
ren unir mediante una red de carreteras rectas de manera que se pueda
ir a todas desde todas y que la distribucion sea simétrica respecto de
un eje de simetria, como en la figura. Calcular la longitud minima de
la red de carreteras. ;Cudl es el angulo 67

Ejercicio 8. Calcular las derivadas de las siguientes funciones:
i) \/cos(x3) i) e*log(x) i) (%))

sen() v) log(log(z)) vi) i 2

) cos(z)

Ejercicio 9. Calcular las derivadas n—ésimas de las siguientes fun-
ciones (m es un numero natural, A un nimero real):

1
N2 i) log(l .
i) x™ i) log(1+ ) 4ii) cos(x) iv) T2
1
v) e wi) vii) e wiii) 2

1+ 22
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Ejercicio 10 (Apostol, pdg. 227). Comprobar que en la pardbola
y = Ax? + Bz + C, la cuerda (recta) que une los puntos sobre z = a y
x = b es paralela a la tangente en el punto sobre x = GTH’

Ejercicio 11 (idem). Aplicando el Teorema de Rolle, comprobar
que la ecuacién 2® — 3z 4+ b = 0 no puede tener mas de una raiz en el
intervalo —1 < x < 1, cualquiera que sea el valor de b.

Ejercicio 12 (i{dem). Se define la funcién f como sigue:

3— 22

six <1
flx) =
—siz>1
x
a) Dibujar la gréfica de f(z) para z € [0, 2].
b) Comprobar que f satisface las condiciones del Teorema del Valor
Medio en [0, 2] y determinar todos los valores medios a que se refiere
el teorema.

Ejercicio 13 ({dem). Probar que z? = xsen(x) + cos(x) se verifica
exactamente para dos valores de x.

Ejercicio 14 (Apostol, pdg. 237). Comprobar que, dado un area
A, el cuadrado es el rectangulo de menor perimetro.

Ejercicio 15 (idem). Tomemos un cuadrado C' de lado L. Com-
probar que entre todos los cuadrados inscritos en C', el de area minima
tiene lado %L\/g Dar una descripcién grafica del problema y su plan-
teamiento.

Ejercicio 16 (idem). Dado un cono circular recto de radio R y
altura H, hallar el radio y la altura del cilindro circular recto de mayor
area lateral que puede inscribirse en el cono. Dar una representacion
grafica del problema y su planteamiento.

Ejercicio 17 (idem). Hallar el rectdngulo de mayor &rea posible
que puede inscribirse en un semicirculo teniendo la base sobre el diame-
tro. Dar una representacién grafica del problema y su planteamiento.

Ejercicio 18 (idem). Hallar el trapecio de mayor area que puede
inscribirse en un semicirculo teniendo la base mayor sobre el diametro.
Dar una representacién grafica del problema y su planteamiento.

Ejercicio 19 (Apostol, pag. 238). Se dobla una pagina de papel
de manera que la esquina inferior derecha toca el lado izquierdo. Si la
anchura de la pagina es de 210mm, calcular la longitud minima del
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pliegue (es decir, del lado inclinado que aparece). Se supone que la
pagina es lo suficientemente larga como para que este quepa sin llegar
al borde. ;Qué angulo forma este pliegue con el lado derecho?

Ejercicio 20 (idem). Una ventana estd formada por un rectangulo
en la base y un semicirculo en la parte superior (de didmetro igual al
lado horizontal del rectangulo, claro). La parte rectangular es total-
mente transparente, mientras que la semicircular es semitransparente.
Si el perimetro de la ventana ha de ser P, calcular las dimensiones de
la ventana que deja pasar mas luz.

Ejercicio 21 (idem). Un trozo de madera de 12m de largo tiene
forma de tronco de cono circular recto de didmetros 4 y 4+h decimetros,
donde h > 0. Determinar (en funcién de h) el volumen del mayor
cilindro circular recto que se puede cortar de dicho tronco, de manera
que su eje coincida con el del tronco.

Ejercicio 22 (Apostol, pag. 239). Dados n nimeros reales ay, . . ., a,,
comprobar que la suma » ;_, ( —a;)? es minima cuando z es la media
aritmética de aq, ..., a,.

Este ejercicio significa (en castellano) que el centro de masas es el
punto que estd “lo mas cerca posible de todos los puntos” (es el que
minimiza la suma de distancias).

Ejercicio 23. Calcular desarrollos de Taylor de las siguientes fun-

ciones en los puntos indicados (y de orden 2,3, n...).
» En el punto z = 1, f(z) = log(z).

En z =0, h(t) = log(1 +1). jqué relacion tiene con el anterior?
La funcién e* en z = 0.
La funcién cos(z) en x = .
En u = 0, tan(u).
Cercadez =0y dex =1, f(z) = 2

1422

Ejercicio 24 (Apostol, pag. 372). Una cantidad P de euros se
deposita en un banco a interés compuesto al r por uno anual, acu-
mulandose el interés m veces al ano. Demostrar que el capital obtenido
al pasar n anos es (147/m)™" P. Si r y n se mantienen fijos, comprobar
que esta cantidad tiende a €™ cuando m — oo. Se define entonces el
interés continuo r como la inversién que da lugar a una cantidad f(t)
que es, para cada t anos f(t) = f(0)e’", donde ¢ > 0. Calcular apro-
ximadamente el tiempo necesario para que una cantidad de dinero se
duplique colocédndola al 6 % anual a interés compuesto, tanto de manera
continua como por trimestres (es decir, hay que hacer dos cdlculos).



CAP{TULO 2

Calculo integral de una variable

Ejercicio 25 (Apostol, pdg. 102). Calcular cada una de las inte-

grales siguientes:

f03 z? dx
f02 43 da

J, 5ttt

f01(5x4 —4x3) dx

2 +1)dt

J12(8t3 4+ 61 — 2t +5) dt
fEl (z+1)*dz

[¥ @ —1)(3z —1)d
f03(2x —5)3dx

f05 2?(x — 5)*dx

[P 2% do

[?, 423 dx

It 5t dt

[ (52t — 4a®) da
[(32% — 4z + 2) do
Joy(w = 1)(u—2) du
SNz + 1) da

Jo @ = 1)z = 1)] da
2y (a? = 8) d

f:24(a:' + 4)19dg

Ejercicio 26 (Apostol, pag. 269). Calcular las siguientes integrales

[ xsen(zx) dx
[ a? cos(z) dx

utilizando el método de integracién por partes:
[ 2*sen(z) dx
[ x*sen(z) dx

[ sen(x) cos(z) dx | [ xsen(x)cos(x) dx

Ejercicio 27 (Apostol, pag. 271). Hallar un entero n tal que

1 2
n/o f (2.7:)dx:/0 tf"(t) dt.

Por otro lado, calcular

/1 zf"(2z) dx
0

7
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sabiendo que f(0) =1, f(2) =3y f'(2) =5

Ejercicio 28 (Apostol, pdg. 103). Hallar un polinomio cuadrético
P (es decir, de grado dos) para el cual P(0) = P(1) =0y fol P(z)dx =
1.

Ejercicio 29 (ibid.). Hallar un polinomio ctibico (es decir, de grado
tres), P para el cual P(0) = P(—2) =0, P(1) =15y 3 [°, P(z) dz = 4.

Ejercicio 30 (ibid.). Sea f una funcién definida en [—b, b]. Se dice

que es par si f(—x) = f(x) y se dice que es impar si f(—z) = —f(x).
Comprobar que, si f es integrable, entonces

b
/ f(z)dx =0si f es impar,
—b

b b
/ f(m)dx:2/ f(z)dx si f es par.
—b 0

Ejercicio 31 (Apostol, pdg. 116). Las graficas de f(x) = 2% y
g(z) = ca® para ¢ > 0 se cortan en los puntos (0,0) y (1/c,1/c?).
Determinar ¢ de manera que el area comprendida entre ambas graficas
sobre el intervalo [0, 1/¢| sea 2/3.

Ejercicio 32 (ibid.). Sean f(z) =z —2? y g(x) = ax. Determinar
a para que la regién situada por encima de la grafica de g y por debajo
de la de f tenga area 9/2.

Ejercicio 33 (Apostol, pdg. 117). La ecuacién de una elipse de
radios a y b es

22
) + 2= 1.

Utilizar las propiedades de la integral (p.ej. el Teorema del Cambio de

Variable) para comprobar que la regién delimitada por una elipse es

wab.

Ejercicio 34 (Apostol, pag. 140). Aplicar la integracién para cal-
cular el volumen de un cono circular recto engendrado al girar alrededor
del eje OX la grafica de la funcién f(x) = cx en el intervalo 0 < z < b.
Comprobar que la férmula es un tercio del area de la base por la altura.

Ejercicio 35 (Apostol, pdg. 141). Calcular el volumen del sélido
engendrado al girar el conjunto definido por la funcién f(x) alrededor
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del eje OX entre los limites indicados.

flx)y=vx, 0<z<1 flx)y=a"* 0<2<1

fl)=2% -1<x<2 f(z) =sen(x), 0 <z <7

f(z) =cos(z), 0 <z <m/2]| f(x)

sen(z) 4 cos(z), 0 <z < .

Para las siguientes, dibujar la regién entre las graficas de f(z) y g(x) y
calcular el volumen del solido generado al rotar esas regiones alrededor
del eje OX en el intervalos indicados:

f@)=Vrz,g(x)=1,0<z<1

Ejercicio 36 (ibid.). ;Qué volumen de material se quita de una
esfera de radio 2r cuando se atraviesa con un taladro formando un
agujero centrado de radio r?

Ejercicio 37 (ibid.). Un sélido tiene una base circular de radio 2.
Cada seccion producida por un plano perpendicular a un diametro fijo
es un tridngulo equildtero. Calcular el volumen del sélido.

Ejercicio 38 (ibid.). Las secciones transversales de un sélido por
planos perpendiculares al eje OX son cuadrados con centro en el eje.
Si al cortar por un plano perpendicular en el punto de abscisa x, se
obtiene un cuadrado de lado 222, calcular el volumen del sélido entre
xr =0y x = a. Dibujar un esquema.

Ejercicio 39 (Apostol, pag. 144). Si una fuerza de 10N alarga un
muelle 1em, jqué trabajo se realiza al alargar el muelle 30cm?

Ejercicio 40 (ibid.). Un muelle tiene en reposo una longitud de
1m. Una fuerza de 100N lo comprime hasta 0,9m ;Qué trabajo ha-
ce falta para comprimirlo hasta 0,5m? ;Qué longitud tiene cuando se
realiza un trabajo de 20J7

Ejercicio 41 (ibid.). Una particula se mueve a lo lardo del eje OX
mediante una fuerza impulsora f(x) = 32 + 4z newtons. Calcular el
trabajo realizado por dicha fuerza para llevar la particula desde x = Om
hasta z = Tm.
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Ejercicio 42 (ibid.). Un cable de 50m de longitud y 4kg de peso
por metro cuelga de un torno. Calcular el trabajo realizado al enrollar
25m de cable (tener en cuenta solo la fuerza de la gravedad).

Ejercicio 43 (ibid.). Sea V' (q) el voltaje necesario para situar una
carga ¢ en las placas de un condensador. El trabajo necesario para car-

gar un condensador desde ¢ = a hasta ¢ = b se define como f; V(q) dg.
Si el voltaje es proporcional a la carga, comprobar que el trabajo
realizado para situar una carga () en un condensador descargado es

1QV(Q).

Ejercicio 44 (Apostol, pdg. 147). En los siguientes casos, calcular
el promedio A(f) para la funcién dada en el intervalo correspondiente.

flx)=2% a<a<b fl)=2a2+23, 0<2<1

os(z), —m/2 <z <7/2

= sen(z)cos(z), 0 <z <m/4

~— ~— ~— ~—
I
Q

=cos?(z), 0<z <7

Ejercicio 45 (Apostol, pag. 148). Determinar una densidad de
masa p tal que el centro de gravedad de una varilla de longitud L
quede situado a una distancia L/4 de uno de los extremos.

Ejercicio 46 (ibid.). En un circuito eléctrico, el voltaje e(t) en el
tiempo ¢ viene dado por la férmula e(t) = 3sen(2t). Calcular: (a) el
voltaje medio en el intervalo de tiempo [0, 7/2]; (b) la media cuadratica
del voltaje; es decir, la rafz cuadrada del promedio de la funcién e(t)?
en el intervalo [0, 7/2].

Ejercicio 47 (ibid.). En un circuito eléctrico, el voltaje e(t) y la
intensidad de la corriente i(¢) vienen dados por las férmulas e(t) =
160sen(t), i(t) = 2sen(t — w/6). La potencia media se define por la

férmula
1 T
= /O e(1)i(t) dt,

donde T es el periodo del voltaje y la intensidad. Determinar 7" en este
caso y calcular la potencia media.

Ejercicio 48 (Apostol, pag. 272). Una funcién f definida para
todo numero real positivo satisface la ecuacién f(z?) = 2% para z > 0.
Determinar f(4).
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Ejercicio 49 (ibid.). Una funcién ¢ definida para todo ndmero
real positivo satisface las condiciones siguientes: g(1) = 1y ¢'(2?) = 23
para todo z > 0. Calcular g(4).

Ejercicio 50 (ibid.). Explicar por qué

/ sen(t) dt >0
0

1+t
para cualquier x > 0.






CAPITULO 3

Varias variables

Ejercicio 51. Calcular la diferencial de las siguientes funciones de
dos variables:

2% 442 2% — g2
cos(zy) sen(x +y)

ea:-i-y evy

T log(x* + 3% + 1)
x cos(y) + ysen(x) C;;%

Ejercicio 52. Calcular la diferencial de las siguientes funciones de
tres variables:

x4 y? + 2P v —y*z

cos(zyz) sen(z — 2y + 3z)
oY+ eryz

e log(z? + 4 + 2% + 1)
zcos(z) +ysen(z) — z sz(—ﬂz

Ejercicio 53. Calcular los gradientes de las siguientes funciones
en los puntos en que se indica. Calcular también la ecuacién del (hi-
per)plano tangente a cada una de las gréficas de las funciones corres-
pondientes.

22 +y? + 2% en (0,1,0),(0,0,0)

cos(x) sin(y) en (m,7/2). (/2 —/4), (—/3.7/4)
log(2% + 1)x + ye® en (0,0,0), (0, —-1,1),(2,1,3)
e en (0,0,0),(1,2,0), (0,2, —1)

>+ >+ 23 en (1,2,3),(—1,-2,-3),(0,1,2)

zy en (0,0),(1,0),(—2,3)

sin(x) 4 cos(y) en (m,7/2), (7/2, —m)

Ejercicio 54. ;Por qué utilizar la diferencial es “poco 1til” para
aproximar los valores de una funcién cerca de un punto critico?

Ejercicio 55. Se sabe que el gradiente de una funcién f(z,y, 2)
es (—1,—1,—1) en el punto (2,95, —1,1,4,03) y que la funcién es posi-
tiva en ese punto. ;Es razonable pensar que f(3,—1,4) serd positiva,
negativa o nula? ;Por qué?

13
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Ejercicio 56. Utilizar la diferencial para calcular valores aproxi-
mados de las siguientes expresiones:

V0,97 + 2,038 | log(1,032 + 0,992)

sin(61°) cos(29°) | 1/(0,99% + 2,02%)
€0/02° 40,037 0,99/(1 4+ 1,02)

Ejercicio 57. Se realiza un tiro parabdlico sin rozamiento con una
velocidad incial de v = 20m/s y un angulo de 30°. Se quiere corregir el
lanzamiento para que caiga 5m mas cerca. Se pide (aproximadamente):

= Calcular una correccion del angulo sin tocar la velocidad.
= Calcular una correccion de la velocidad sin tocar el angulo.
= Calcular todas las correcciones en ecuaciones paramétricas.

En los dos primeros casos, estidiese el error relativo cometido por la
aproximacion.

Ejercicio 58. Calciilese la férmula de la altura maxima alcanzada
por un proyectil en un tiro parabdlico sin rozamiento, con velocidad
inicial v y dngulo 0 (este es un problema muy sencillo de energias).

Se realiza un tiro con una velocidad inicial de 20m/s y dngulo de
30°. Se pide (de manera aproximada):

s Calcular un valor de v para el que el lanzamiento alcancance
3m mas de altura.

= Calcular un valor de 6 para el que el lanzamiento alcance 2m
menos de altura.

= Dar, en paramétricas, las ecuaciones de todos los lanzamientos
que alcanzan 1m més de altura.

En los dos primeros casos, estudiar el error relativo cometido por la
aproximacion.

Ejercicio 59. Si L(v,0) y H(v,0) es la longitud alcanzada por un
proyectil en tiro parabdlico de velocidad inicial v y angulo 6, comprobar
de alguna manera que el angulo de 45° produce la maxima, fijada la
velocidad. ;jHace falta el Hessiano en este problema? jpor qué?

Ejercicio 60. La ecuacion de la cuota mensual de una hipoteca a
un interés mensual de r %, con un plazo de k meses y un capital inicial
C en Fu es

Cr

cuota = .
100(1 — (1 + 155)7%)

Se pide:
= Dar la férmula de la cuota mensual en funcion del interés anual
en tanto por uno y del tiempo en anos.
= Comprobar que la cuota mensual decrece con el tiempo.
= Comprobar que la cuota mensual crece con el interés.
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= Se contrata una hipoteca de 200,000Eu al 4% anual por un
periodo de 35 anos. Se quiere renegociar para que la couta sea
65 FEu mas barata, sin tocar el capital hipotecado. ; Qué se debe
hacer? ;Qué ofrecera el banco?

Ejercicio 61. Determinar de entre todos los tridangulos de igual
perimetro 2p el que tiene mayor area.

Ejercicio 62. Hallar el paralelepipedo retangular de area total da-
da S que tenga el volumen maximo.

Ejercicio 63. Hallar el cilindro de area minima fijado un volumen.
. Este es un problema de varias variables?

Ejercicio 64 (Bayon-Grau-Sudrez 2011, pag. 398). Hallar los méaxi-
mos y minimos de la funcién f(z,y) = e 7¥(z* — 2y?).
Ejercicio 65. Calcular los extremos de las siguientes funciones:

fl(x7y7z) :I2+y2+22

2 2

(
f3(x,y, 2) = log(a? + y* + 2% + 2)
1

Jl@y.2) = G r A 1s

fa(@,y,2) = 2 + 22y + y°

folz,y) = (z +y)°

fa(z,y,2) = 2* = 22y +y°

Ejercicio 66. Calcular la ecuacion de la recta tangente a la elipse

22 P
pE

en cualquier punto (xg, o) en que no sea vertical.

Ejercicio 67. Calcular la ecuacién de la recta tangente a la hipérbo-

la
2 2
Y
a?  b?

en cualquier punto (xg, o) en que no sea vertical.

Ejercicio 68. Se considera la lemnsicata de Bernouilli, dada por
la ecuaciéon
(22 +4?)? = 2a%(a? — o?).
Se pide:
= Calcular los puntos en que la recta tangente es horizontal.
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» Calcular, en cualquier punto (xg, 7o) de la curva, la ecuacién de
la recta tangente, suponiendo que en ese punto hay una sola
tangente y no es vertical.

Ejercicio 69. El folium de Descartes es la curva dada por la ecua-
cién
3 +9° — 3axy = 0.
Se pide:

» Calcular el punto en que la recta tangente es horizontal (téngase
en cuenta que en el origen hay “dos” y no es este el punto que
se busca.)

» Calcular, en cualquier otro punto (zg, yo), la ecuacién de la rec-
ta tangente, siempre que no sea vertical (y el punto no sea el
origen).

Ejercicio 70 (Bayén-Grau-Suarez 2011, pag. 398). Estudiar los
puntos criticos de la funcién z = f(x,y) definida implicitamente por la
ecuacion 2% — y? — 3z + 4y + 22 4+ z — 8 = 0 para z > 0.



